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Ubungen zu den ,,Grundlagen der Materialwissenschaft*

Losungen zu Ubung 6: Kristalldefekte und Diffusion

Aufgabe 12: Defekte im Diamantgitter

a) In dem auf dem Aufgabenblatt gezeigten Schnitt weist die (001)-Richtung nicht nach oben,
sondern ist verkippt (siehe unten bei der Detaildarstellung zur Lage der Einheitszelle). Die
Atome befinden sich an Positionen, die denen der Projektion des Diamantgitters in [110]-
Richtung entsprechen (vgl. Aufg. 9, 5. Ubungsblatt). Die (110)-Ebene halbiert den Einheits-
wiirfel diagonal (siehe den griinen Rahmen unten in der Detaildarstellung); dazu dquivalente
Ebenen liegen an der vorderen und hinteren Wiirfelkante. In diesen Ebenen liegen aber le-
diglich die Atome der Flichenmitten von Ober- und Unterseite des Wiirfels sowie zwei der
vier zweiten Basisatome. Sdmtliche Flachenmittenatome der Seitenflachen sowie die restli-
chen zweiten Basisatome befinden sich auf einer (220)-Zwischenebene (siehe die in Oran-
ge eingezeichneten Ebenen unten rechts). Weil nun in dem gezeigten Schnitt alle Atome
eingezeichnet sind, handelt es sich um einen (220)-Schnitt, bzw. verallgemeinert um einen
{220}-Schnitt. (Salopp ausgedriickt, ist hier der {220}-Schnitt wie ein {110}-Schnitt mit
zusitzlicher Projektion aller Atome in eine Ebene.)

b) Es gibt unterschiedliche Stellen, an denen man eine
einigermallen unverzerrte Einheitszelle finden und
einzeichnen kann; diese hier ist evtl. nicht die best-
mogliche:

¢) In der folgenden Graphik sind zehn Defekte (samt ihrer Dimensionalitit) angegeben:

Hohl- bzw. Leerraum (,,void*“; 3D)

amorphe Ausscheidung
(,precipitate”; 3D)

zusétzliche Gitter-
ebene (endet an
der Versetzung)

Leerstelle
(,,vacancy*; 0D)

{220}-
extrinsischer Einheitszelle
Stapelfehler
(2D), von
Versetzungen

berandet

intrinsischer Stapel-
fehler (2D), von Ver-

setzungen berandet

Eigenzwischengitteratom
(.self-interstitial“; 0D)

interstitielles Fremdatom
(,,interstitial impurity*; OD)

substitutionelles Fremdatom
(,,substitutional impurity*; 0D)
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Weitere vier Defekte sind die Versetzungen, welche die Stapelfehler beranden; hinzu kom-
men aullerdem die 2D-Rénder von Hohlraum und Ausscheidung.

Aufgabe 13: Eindimensionaler ,,Random Walk* bei erschopflicher Quelle

Achtung: Da es sich bei dieser Aufgabe um ein Zufallsexperiment handelt, sind die ermittelten
Werte natiirlich nicht immer die gleichen fiir jedes weitere Zufallsexperiment. Entscheidend ist je-
doch, dal} die essentiellen Aussagen zur Statistik fiir jedes nach dem beschriebenen Muster durch-
gefiihrte Zufallsexperiment die gleichen sind.

a)—c) In diesem Zufallsexperiment ergaben sich beispielhaft die folgenden Anzahlen der Teilchen:

X S5|-4|-3|-2|-110]1|2|3|4]5
t=0 | 0O O0]O0O|O0|032/0|0(0|0]O0
t=At | O] 0[O0 |0 |13]0(19]0]0(0]|0
t=2At | 0O | 0|90 |13/0(10{0|0]O0
t=3At| 0 | 0O | 6|0 |110|8]0|7]0]0
t=4At | 0 [ 3 | 0| 6| 0 12| 0|7 |0]4]|0
t=5At| 2 (0] 3]0]10/0]10]0 6|01

d) Die Teilchenverteilung fiir dieses Experiment sieht wie folgt aus (aus Griinden der besseren
Ubersicht nur fiir drei ausgewihlte Zeitschritte; alle ,,Nullen* sind nicht gezeichnet):
i -4 2 0 2 4 6

14 + t = 2t 414

12 + q412

10+ 410

Teilchenanzahl

Random-Walk-Ergebnisse (Quadrate) fiir drei verschiedene Zeitpunkte.
Die zusitzlich eingezeichneten Kurven sind angepalite Gaul3- Verteilungen.

Man kann folgende Beobachtungen machen:

— Die Verteilung wird mit zunehmender Zeit breiter, bei #+ = 5At befinden sich einige
Teilchen bis zu +5 Schritte von ihrer Ursprungslage (x = 0) entfernt.

— Die Verteilung wird auch flacher, was nur logisch ist, da sie breiter wird und die Zahl
der Teilchen endlich und konstant ist.

— Das Maximum der Verteilung bleibt ungefihr an der gleichen Stelle (x = 0), wird aber
immer kleiner, da die Verteilung breiter und flacher wird.

— Die Verteilung ist symmetrisch zu x = 0.
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e)

Die Teilchenverteilung kann mit der GauB3-Verteilung beschrieben werden.

Aufgabe 14: Selbstdiffusion und Temperaturabhingigkeit des Diffusionskoeffizienten

a)

b)

Die beiden grundlegenden mikroskopischen Mechanismen der Selbstdiffusion sind der Leer-
stellenmechanismus und die Diffusion im Zwischengitter. Beide Mechanismen sind iiber-
haupt nur deshalb moglich, weil ein reales kristallines Material bei einer endlichen Tempera-
tur 7 > 0K eine endliche Anzahl von Leerstellen und Eigen-Zwischengitteratomen besitzt.
Leerstellen sind Gitterplitze, die unbesetzt sind; Eigen-Zwischengitteratome befinden sich
an Stellen, die keinem Gitterplatz entsprechen.

Skizzen fiir 1.) Leerstellenmechanismus (links) und 2.) Diffusion im Zwischengitter (rechts);
jeder Kreis symbolisiert ein Atom, ein gebogener Pfeil gibt die bevorstehende Bewegung ei-
nes Atoms an, die kurzen nach rechts weisenden Pfeile reprisentieren die zeitliche Abfolge:

©0O0 000 000[0QO0 000 000
O 3QﬁoooﬁoeoooQﬁoogoﬁQQOQ
cdo o0 0o 00 |[0O0OO 000 000

Beschreibungen: 1.) Gezeigt ist ein Kristall, in dem bei endlicher Temperatur 7 eine Leer-
stelle existiert. In diese Leerstelle kann (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit) ein Nach-
baratom ,,hiipfen®, das dann an seinem Platz wiederum eine Leerstelle hinterldf3t. Dies wie-
derholt sich in zufilliger Weise. 2.) Gezeigt ist ein bei endlicher Temperatur 7" existierendes
Eigen-Zwischengitteratom in einem Kristall. Dieses Atom kann sich (mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit) zwischen den regelméfig angeordneten Atomen in zufilliger Weise im
Kristall hin und her bewegen. Alle jeweils moglichen Spriinge sind gleich wahrscheinlich.

DaB sich kein Silizium-Atom mehr an seinem Platz befindet, bedeutet, dafl die Gesamtzahl
der erfolgten Spriinge mindestens gleich der Gesamtzahl der Atome N, ist. Die Gesamt-
zahl der Spriinge ist die totale Sprungrate (d. h. die Anzahl aller Spriinge pro Zeit) mal der
gesuchten Zeitdauer At = t; — t;. In der Vorlesung wurde die atomare Sprungrate r behan-
delt; es vibrieren aber immer alle Atome, d.h. jedes einzelne Atom trdgt mit r zur totalen
Sprungrate bei. Daher ist die totale Sprungrate gegeben durch die atomare Sprungrate mal
der Gesamtzahl der Atome. Daraus ergibt sich fiir die minimal benétigte Zeit:

1
rNog(ti —t)) =Ny = Ar=-—.
r

Aus zwei Griinden ist das ein bemerkenswertes Ergebnis: (i) Die Gesamtzahl N, der Atome
kiirzt sich heraus, die resultierende Formel bezieht sich nur noch auf genau ein Atom. Das
geniigt, denn alle Atome sind gleich; wenn geniigend Zeit vergangen ist, so dafl ein Atom
springen konnte, dann konnten das auch alle anderen. (ii) Dieses Zwischenergebnis ermog-
licht eine Interpretation der Sprungrate, die vollig analog ist zur Frequenz einer Schwingung:
Der Kehrwert der Frequenz ist die Periodendauer, und der Kehrwert der Sprungrate ist die
,Zeit fiir einen Sprung®, d. h. die Minimalzeit, nach der ein einzelnes Atom erstmalig springt
(nun ja, zumindest im Mittel). Mit der Formel aus der Vorlesung, D = a’r, folgt dafiir weiter:

2

At = —.
D

Q
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Temperaturabhidngigkeit des Selbstdiffusionskoeffizienten von Silizium. Aus der Arbeit von J. Hirvonen
und A. Anttila, Applied Physics Letters 35, 703-705 (1979), Abb. 2, ergéinzt um die fiir diese Aufgabe

d)

benotigte Extrapolation und Hilfsstriche zur Ablesung der relevanten Daten.

Die Gitterkonstante fiir Silizium betragt as; = 0,543 nm = 0,543 x 1077 ¢cm, und dem Dia-
gramm auf dem Aufgabenblatt kann Dyg; 1200cc = 7 X 10‘14% als sinnvoller Wert des Dif-
fusionskoeffizienten fiir die Selbstdiffusion von Silizium bei 1200 °C entnommen werden
(siehe Skizze; man beachte zum einen die logarithmische Auftragung auf der Ordinatenach-
se, zum anderen die leichte Verkippung der Abbildung). Die Zeit A¢, nach der keines der

Silizium-Atome mehr auf seinem Platz vom Zeitpunkt ¢, sitzt, betragt also
0,295 x 1074 cm?

Atyyp0oc = = 0,042 s.
1200°C 7X10_14¥

Die Berechnung dieser Zeitdauer bei Raumtemperatur (20 °C bzw. 293 K) erfolgt analog.
Hierfiir wird zuerst der Diffusionskoeffizient bei 293 K ermittelt. Fiir diesen gilt folgende
Temperaturabhingigkeit:

M

E
D(T) = Doexp|( - kB—T)
Die Anwendung dieser Formel setzt voraus, daB der Wert der Wanderungsenergie EM be-
kannt ist (sie wird bei einem Arrhenius-Plot, wie er hier vorliegt, ganz allgemein auch ,,Akti-
vierungsenergie“ genannt). Ihr Wert kann leicht aus der Steigung der Geraden im Arrhenius-
Plot bestimmt werden. Fiir zwei von der Geraden bei unterschiedlichen Temperaturen abge-
lesene Werte D; und D, sind obige D, und EM identisch, und daher gilt:

(1

M
D, exp(_kiTl) |: EM( 1 1 )]
—=——""1 —exp|-——
kg

D, exp(—%)
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D, EM/1 1
-n(3)- £k )
D,) kg\T, T
Aus dem Diagramm konnen D; und D, unmittelbar abgelesen werden, die zugehdrige Tem-
peraturdifferenz ist etwas mithsamer zu bestimmen. Weil im Diagramm die Zahlenwerte an
. 4 . . . . .
der Abszissenachse als % gegeben sind, bietet es sich an, den Faktor 10* explizit zu beriick-

sichtigen:
S 111(&)(1—04 - 1—04)_1.
kp D,J\T, T,

Zur Ermittlung der Temperaturdifferenz werden zwei Punkte auf der Geraden gewihlt, die
zur Minimierung der Ablesefehler moglichst weit voneinander entfernt liegen. Wegen der
logarithmisch geteilten Ordinatenachse (was eine Ablesung erschwert) bietet es sich an,
D-Werte direkt abzulesen und die zugehorigen Temperaturen durch Interpolation auf der
Abszissenachse zu ermitteln:

D; =102 Dy = 10717,

Fiir die zugehorige Temperaturdifferenz findet man laut obiger Skizze:

= 2,40

A=

Wichtig: Auch andere Auswertungen der Originaldaten sind moglich. Es geht nur um eine
Abschitzung fiir die Steigung der Arrhenius-Geraden, daher kommt es vor allem auf die
richtige Groenordnung an. Andererseits sollte eine sich bietende Genauigkeit nicht ver-
schenkt werden. Die Temperaturskala ist in der Abbildung weit gespreizt, daher ist eine Ab-
lesung auf mindestens zwei Nachkommastellen sinnvoll méglich; diese Ablesegenauigkeit
wird durch die mitgefiihrte Null ausgedriickt. Mit den abgelesenen Werten ergibt sich:

EM _ 5In(10)

~ = 10*In(10%) (2,40 L)' = 10°K = 4,80 x 10* K.
K n(107 (2,40 %) 2.40 *

Als Zwischenergebnis erhalten wir die Wanderungsenergie zu EM = 86,2 x 107° % x 4,80
x 10*K = 4,14eV. Zum Vergleich: In der Literatur findet sich dafiir z. B. das Ergebnis!
EM = (97,5 kcal/mol)/N, = (97,5 x 4184 J/mol)/N, = (97,5 x 4184 eV/mol)/(1,602 x 10~
x 6,022 x 10% mol ') = 4,2eV.

Zur Berechnung der Selbstdiffusionsdauer bei Raumtemperatur wird der zuvor abgelesene
Wert von D bei 1200 °C (bzw. 1473 K) anhand von Gleichung (1) auf 293 K umgerechnet:

Ds; 1473 7 x 10_14%

M - 104 104
exp[%(ﬁ - 14713K)] eXp[4’SO(ﬁ T 1473 ]
Anmerkung: Es ist sehr leicht moglich, von diesem speziellen Ergebnis abweichende Zah-
lenwerte zu erhalten, etwa durch eine (auch nur leicht) andere Ablesung aus dem Diagramm.

Das macht aber nichts, denn man kommt in jedem Fall zu dem Fazit, da} die Selbstdurch-
mischung so lange dauert, dal} sie praktisch nicht stattfindet:

0,295 x 1074 cm?
7,08 x 107712

Ds; 203 = =7,08x 107" %

=4,17x10% s = 1,32 x 10 a.

Atypoc =

I H. P. Bonzel, Physica Status Solidi 20, 493-504 (1967), DOIL: 10.1002/pssb.19670200210; Messungen im
Bereich mittlerer Temperaturen (450 °C bis 800 °C)
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Zum Vergleich das geschitzte Alter des Universums: rund 1,4 x 10'° a.

Fazit: Das ist die anschauliche Bedeutung einer Wanderungsenergie von ca. 4eV — bei
Raumtemperatur tut sich nix. (Das motiviert auch die Bezeichnung ,,Aktivierungsenergie‘
fiir EM: Bei Raumtemperatur betriigt die mittlere thermische Energie pro Teilchen ja nur
25 meV, aber zum Loswandern werden ca. 4 eV benotigt — kein Wunder, dal3 sich nix tut!)

Aufgabe 15: Losung der Diffusionsgleichung

a)

b)

Die Kontinuitédtsgleichung gilt allgemein fiir Transportvorgédnge, bei denen eine zeitliche
Verianderung der lokalen Teilchendichte allein durch die Differenz von Zu- und Abfluf} be-
dingt ist. Dies bedeutet, daf die Teilchen lediglich umverteilt werden; weder entstehen sie
spontan aus dem Nichts, noch verschwinden sie komplett. (Sie kann damit z. B. die Ladungs-
erhaltung beim Stromtransport ausdriicken.) Da} die Diffusionsgleichung die Kontinuitéts-
gleichung des Diffusionsstroms ist, bedeutet daher, daf} ihre Losungen einen Transportvor-
gang (die Diffusion) beschreiben, bei dem die Teilchen durch den Diffusionsstrom lediglich
umverteilt werden; jedes Teilchen, das an einer Stelle verschwindet, taucht an einer anderen
wieder auf. Das ist sinnvoll, denn der Diffusionsstrom ist ja der Netto-Effekt des ,,Umherir-
rens* (,,random walk*) der diffundierenden Teilchen.

Dies scheint der Existenz unerschopflicher Quellen zu widersprechen, denn bei diesen wer-
den Teilchen nachgeliefert, die vorher nicht da waren. Es handelt sich aber nicht um einen
Widerspruch, weil die Diffusionsgleichung nur in den Bereichen gilt, in denen sich die Teil-
chen frei in alle Raumrichtungen bewegen konnen (z. B. in einer Fliissigkeit oder im Inneren
eines Materials), wobei dieses Sich-bewegen-Konnen allein vom dortigen Diffusionskoef-
fizienten D abhédngt — d.h. von den Eigenschaften der Umgebung der Teilchen (bzw. des
Materials, in dem sie sich bewegen). Die unerschopfliche Quelle ist dagegen nicht Teil des
,umgebenden Materials* und kommt damit auch nicht in der Diffusionsgleichung an sich
vor. Gerade weil sie der Teilchenzahlerhaltung widerspricht, wird sie von der Diffusions-
gleichung nicht direkt erfa3t. Vielmehr wird der Einflu} einer unerschopflichen Quelle durch
eine Randbedingung beriicksichtigt.

Die Diffusionsgleichung ist eine partielle Differentialgleichung, und eine solche Gleichung
kann nur geldst werden, wenn gewisse ,,Startwerte* bekannt sind (vgl. Aufg. 13; die dortige
Startverteilung der Teilchen entspricht einer erschopflichen Quelle). Weil sich die Diffusi-
onsgleichung auf die Teilchendichte und den Diffusionsstrom bezieht, konnen feste Werte
der Teilchendichte und/oder der Stromdichte an bestimmten Stellen im Raum als Bedingun-
gen fiir die speziell gesuchte Losung dienen. Auf diese Weise ist es moglich, die Diffusions-
gleichung mit einer unerschopflichen Quelle zu 16sen.

Zu zeigen: Der gegebene Ausdruck fiir n(x, ) erfiillt 1.) die Diffusionsgleichung und 2.) die
gegebenen Randbedingungen.

Zur Diffusionsgleichung: Verwende Hinweis II, d%[ Og(Z) f) dy] = f(g(2) g (2), fur g(x, 1) =

X

So und f() = L exp(—)”):

2

o —(ne — 1) ” = —(Neo —no)ﬁ XP\ ~ 1D VD
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oncen o 0w 2 R
Ix = 00 0 Ox - Neo 0 \/; p 4Dt 2@
’n(x,1) (e )i 1 exof X2\ 2x
axr e T oD P\ " aDe) aDr
on(x, 1) 0n(x, 1) 2 x? X X
-D = oo T = - -D
o1 ox? (o =10) = eXP\~ 35 | avp o~ D aDiyP

0 gq.e.d.

Zu den Randbedingungen (i)—(iii):

Fiir (i) ist n(x, t = 0) zu betrachten. Im Argument der Fehlerfunktion steht # im Nenner, also
ist dies als lim;_, #ﬁ = oo zu verstehen:

+ ng

n(x,1=0) = (ne — no) [1 - % fom exp(—y*) dy

2
= (Mo — Ng) (1 - —ﬁ) + ng (siehe Hinweis III)

\r 2
=ny q.e.d.

Fiir (ii) ist n(x = 0, ¢) zu betrachten:

2 0

n(x,t = 00) = (ne — no) [1 - —f exp (—y*) dy| + ng
Vi Jo

=n. g.e.d.
Fiir (iii) ist n(x, t = co0) zu betrachten:

2 (" )

nx=0,1) =M —ng) |1 — — exp(—=y“)dy| + ng
Vi Jo

=n. q.e.d.

c) Vorgegebene Dichte: n(2 um, t,,) = %nm; Startwert: ny = 0. Damit hat man (fiir eine beliebige
Tiefe x; erst weiter unten werden dafiir die 2 pm eingesetzt):

X 1

n(x, t,) = ne| 1 —erf = —Noo
(6 ) [ (ZVDtW)] 2
X 1
= 1-erf ==
(2\/th) 2

erf(0,5) = 0,5 =




Dr. J.-M. Wagner S§52024
Servicezentrum Lehre der Technischen Fakultat

2% 10~ cm)? 4 x 1078 cm?
x=2um = g~ O emy x0T emt g 8000

5x 10712 e 5y jp-12 el O

_ 1: ol
= 1335 min ~ 2Z h.

Eine so lange Zeit im Ofen ist fiir eine (grofB-)technische Anwendung im Bereich der Mikro-
elektronik nicht nur wegen der ProzeB3dauer (= geringer Durchsatz), sondern auch wegen der
mit dem Heizen verbundenen Kosten eher unrealistisch. Mit einer Verringerung der ,,Ziel-
tiefe um einen Faktor 0,1 auf 200 nm reduziert sich die Zeit im Ofen auf 80 Sekunden, und
das ist eine praxisnahe Groenordnung. (Konkretes Beispiel: Der Emitter an der Oberseite
einer Silizium-Solarzelle ist ca. 200 nm dick.)

Wenn es aber doch darum gehen soll, Fremdatome in ein dickes Stiick Silizium einzubringen
(und die obige Abschitzung zeigt, daf alles, was , tiefer* als 1 um ist, als ,,dick* gelten kann),
geschieht dies zweckmiBigerweise nicht tiber Diffusion im Festkorper, sondern bereits in der
Schmelze. Auf diese Weise kann eine homogene Beigabe von Fremdatomen erreicht werden.



