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Übungen zu den „Grundlagen der Materialwissenschaft“

Lösungen zu Übung 9: Dielektrika II, Magnetismus

Aufgabe 21: Wirk- und Blindleistung eines Kondensators bzw. Dielektrikums

a) ZC = 1/(iωC). (Anmerkung: Die imaginäre Einheit i im Nenner sorgt für die richtige Pha-
senverschiebung zwischen Strom und Spannung. Allgemein hat man den Zusammenhang
U = Z I, und für ein rein kapazitives Z ist U proportional zu −iI, was bedeutet, daß die
Spannung dem Strom um π/2 hinterherläuft.)

b) Bei jedem Kondensator ist C direkt proportional zu ϵ(ω) = ϵ0ϵr(ω). Für einen Kondensator
ganz ohne Dielektrikum ist χ = 0, d. h. ϵr = 1, so daß C0 bereits den Faktor ϵ0 enthält. Damit
bleibt für den Zusammenhang C = ϵr(ω) ·C0 nur der Faktor ϵr(ω) = 1 + χ(ω).

c) Die Impedanz des Kondensators kann als ZC = 1/(iωC) = 1/(iωϵr(ω)C0) = 1/(iω[1 +
χ(ω)]C0) geschrieben werden. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung am
Kondensator, die zur reinen Blindleistung führt, ist durch diese Impedanz ZC bereits voll-
ständig erfaßt. Weil also das relevante „i“ schon explizit bei ZC drinsteht, darf es kein wei-
teres geben, sonst ist das Verhalten nicht mehr ideal. Daher trägt beim C im Nenner des
ZC-Ausdrucks nur der Realteil von χ zur Blindleistung bei.

d) 1/Zpar = 1/Zideal kapazitiv + 1/Zideal ohmsch = iωC + 1/R.

e) Es gilt: ϵr(ω) = 1 + χ(ω) = 1 + χ′(ω) − iχ′′(ω) [d. h. ϵ′′r (ω) = χ′′(ω)], und damit ist

1/Zpar = iωC + 1/R = iωϵr(ω)C0 + 1/R
= iω[1 + χ(ω)]C0 + 1/R
= iω[1 + χ′(ω) − iχ′′(ω)]C0 + 1/R
= iω[1 + χ′(ω)]C0 + ωχ

′′(ω)C0 + 1/R.

Ein Imaginärteil von χ(ω) führt zu einem Imaginärteil von C, der zu einem zusätzlichen
Beitrag im Realteil des komplexen Leitwerts wird. Dieser Realteil enthält standardmäßig
den ohmschen Leitanteil und führt daher zu Wirkleistung; also ist mit dem Imaginärteil von
χ ebenfalls Wirkleistung verbunden.

f) Es ist j(ω) =
∂D
∂t
= ϵ(ω)

∂E
∂t
= ϵ(ω)iωE = ϵ0[ϵ′r (ω)− iϵ′′r (ω)]iωE = ϵ0ωϵ′′r (ω)E+ iϵ0ωϵ′r (ω)E

(siehe Vorlesung). Vergleicht man dies mit dem rein ohmschen Verhalten j = σE, das keine
Phasenverschiebung zum Feld aufweist, erhält man ϵ0ωϵ′′r (ω) = σ .

Zu den Maßeinheiten: [σ] =
1

[ρ]
= 1

1
Ωm

= 1
A

V m
, [ϵ0] = 1

F
m
= 1

C
V m

= 1
A s
V m

und

[ω] = 1s−1; ϵ′′r (ω) ist einheitenlos. Also: [ϵ0ω] = 1
A s
V m

1
s
= 1

A
V m

= [σ]. ✓

g) Die ohmsche Leitfähigkeit kann durch einen zusätzlichen Beitrag im Imaginärteil von ϵr(ω)
berücksichtigt werden.
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h) Im Fall (i) des idealen Dielektrikums gilt ϵ′′r (ω) = χ′′(ω); damit hat manσid. Diel. = ϵ0ωχ
′′(ω).

Der Fall (ii) eines realen Dielektrikums kann durch eine Parallelschaltung dieser aus dem
(bei bestimmten Frequenzen vorhandenen) Imaginärteil der Suszeptibilität eines idealen Di-
elektrikums resultierenden Leitfähigkeit und der realen ohmschen (Gleichstrom-)Leitfähig-

keit beschrieben werden: σreal. Diel. = σid. Diel. + σGleichstr. = ϵ0ωχ
′′(ω) +

1
ρ

. Damit hat man:

ϵ′′r (ω) =
σreal. Diel.

ϵ0ω
= χ′′(ω) +

1
ϵ0ωρ

und ϵ′r (ω) = 1 + χ′(ω).

i) Es ist allgemein L(ω) = j(ω)E = ϵ0ωϵ′′r (ω)E2 + iϵ0ωϵ′r (ω)E2, d. h. LW = ϵ0ωϵ
′′
r (ω)E2 und

LB = ϵ0ωϵ
′
r (ω)E2 (siehe Vorlesung); daraus wird LW =

[
ϵ0ωχ

′′(ω) + 1
ρ

]
E2 und LB = ϵ0ω[1+

χ′(ω)]E2.

Zusätzliche Anmerkungen: Im Aufgabenteil h) wurden spezifische Leitwerte mit dem Hinweis auf
eine Parallelschaltung addiert. Das stimmt hier zwar, aber nur hier; generell gilt es nicht!1 Nur tat-
sächlich parallel fließende Ströme können aufaddiert werden, „parallele Stromdichten“ dagegen nicht
– denn der parallel zusätzlich fließende Strom fließt durch seinen eigenen Leiter und erzeugt damit
die gleiche Stromdichte (bzw. eine ähnliche; dann müßte ein geeigneter „effektiver Mittelwert“ ge-
bildet werden, um die resultierende Gesamtleitfähigkeit zu erhalten). Nur wenn sich der durch ein
gegebenes Material tatsächlich fließende Strom erhöht, erhöht sich damit auch die Stromdichte, und
nur dann können auch die zugehörigen Leitfähigkeiten (= spezifische Leitwerte) addiert werden. Das
ist hier der Fall: Die Parallelschaltung gibt es nur im Ersatzschaltbild, in der Realität geht es um die
Leitfähigkeit ein und desselben Dielektrikums.

Aufgabe 22: Relaxation als Modell für die Frequenzabhängigkeit der Polarisation

a) In Systemen, die Relaxationsverhalten zeigen, gibt es für das einzelne „Teilchen“ keine rück-
treibende Kraft. Vielmehr ergibt sich die Rückkehr in den Grundzustand kollektiv für das
gesamte Ensemble durch die Wechselwirkungen mit den Nachbarn.

b) Zu berechnen ist folgendes Integral:

H(ω) =
∫ ∞

−∞

h(t) exp(−iωt) dt

=

∫ ∞

−∞

1
τ
Θ(t) exp(−t/τ) exp(−iωt) dt

=
1
τ

∫ ∞

0
exp[−(1/τ + iω)t] dt

=
1
τ

[
−1

1/τ + iω
exp[−(1/τ + iω)t]

]∞
0

=
1
τ

1
1/τ + iω

=
1

1 + iωτ
.

1 Für alle spezifischen Größen gilt, daß sie nicht einfach so addiert werden können; statt dessen ist immer eine Sum-
mationsformel zu verwenden, die sich auf eine jeweils zugehörige additive (= nicht-spezifische) Größe bezieht.
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c) Für die Zerlegung in Real- und Imaginärteil ist der Nenner von H(ω) reellwertig zu machen,
indem mit seinem komplex Konjugierten erweitert und (a+ ib)(a− ib) = a2 − (ib)2 = a2 + b2

verwendet wird:

H(ω) =
1

1 + iωτ
=

1 − iωτ
1 + (ωτ)2 ;

⇒ Re H(ω) =
1

1 + (ωτ)2 ,

Im H(ω) =
−ωτ

1 + (ωτ)2 .

Abbildung 1 zeigt schematisch den Real- und Imaginärteil von H(ω) für einen Relaxati-
onsprozeß. Der Peak im Imaginärteil und der stärkste Abfall im Realteil befinden sich bei
ωτ = 1. Bei dieser Frequenz ist Re H(ω) = 1

2 und Im H(ω) = −1
2 , die Phasenverschiebung

beträgt also −45◦ bzw. −π/4.

Abbildung 1: Darstellung des Real- und Imaginärteils von H(ω) in Abhängigkeit von ω für einen
Relaxationsprozeß

Aufgabe 23: Dia-, Para- und Ferromagnetismus

a) In beiden Fällen geht es um eine makroskopische Netto-Dipolmomentendichte, die durch
Orientierungspolarisation zustandekommt.

b) Bei der Orientierungspolarisation ist die resultierende makroskopische Polarisation im Fall
ohne äußeres Feld gleich null, weil sich die Polarisation als Summe über alle mikroskopi-
schen Dipolmomente ergibt, es aber ohne äußeres Feld keine Vorzugsrichtung im Raum gibt;
die Bewegungen und gegenseitigen Stöße laufen vollkommen zufällig ab, daher liegen alle
möglichen Orientierungen der Dipole mit gleicher Wahrscheinlichkeit vor, weshalb sie sich
in der Summe gegenseitig aufheben.

Wenn ein äußeres Feld angelegt wird, ist die Polarisation nicht mehr null, sondern es resul-
tiert bei der Summe über alle mikroskopischen Dipolmomente ein endliches Netto-Dipol-
moment. Das liegt daran, daß die mikroskopischen Dipole durch das äußere Feld etwas in
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Feldrichtung ausgerichtet werden; aufgrund der thermischen Bewegung wirken Stöße mit
den Nachbarn dieser Ausrichtung entgegen. Weil die Ausrichtung durch das Feld sowohl
eine Erniedrigung der Gesamtenergie als auch eine Erhöhung der Ordnung bedeutet, d. h.
eine Erniedrigung der Entropie, wird der Gleichgewichtszustand und damit die Stärke der
resultierenden Netto-Polarisation durch das Minimum der freien Energie bestimmt. Die re-
sultierende Polarisation ist bei nicht zu großen Feldstärken in guter Näherung proportional
zur Feldstärke. Nach Abschalten des Feldes führen die Stöße mit den Nachbarn dazu, daß
die Polarisation exponentiell auf null abklingt.

c) Die Atomdichte n kann direkt aus dem molaren Volumen Vm berechnet werden, da jedes
Mol genau NA = 6,022 · 1023 Atome enthält (NA: Avogadrozahl). Die Atomdichte von Eisen
resultiert zu:

nFe =
NA

Vm
=

6,022 · 1023 mol−1

7,1 cm3mol−1 = 8,48 · 1022 cm−3 = 8,48 · 1028 m−3.

d) Die maximale Magnetisierung ergibt sich zu:

Mmax = nFe · mBohr = 8,48 · 1028 m−3 · 9,27 · 10−24 Am2 = 7,86 · 105 A
m
.

e) Es gilt allgemein: B = µ0(H + M). Hier ist der Beitrag von M = Mmax zu berechnen:

µ0 · Mmax = 4π · 10−7 H
m
· 7,86 · 105 A

m
= 4π · 7,86 · 10−2 VsA

Am2 = 0,99 T.

(Zum Vergleich: Die horizontale Komponente des Erdmagnetfelds beträgt in Deutschland
etwa 20 Mikrotesla, die vertikale etwa 44 Mikrotesla; in einem Kernspin-Tomographen wer-
den Magnetfelder von mehreren Tesla verwendet.)

f) Alle Atome und somit alle Materialien besitzen diamagnetisches Verhalten, weil die inneren,
voll mit Elektronen besetzten Schalen kein magnetisches Netto-Moment besitzen und daher
diamagnetisch auf ein äußeres Magnetfeld reagieren. Somit ist der Diamagnetismus bei allen
anderen Arten von Magnetismus auch immer präsent. Der Effekt ist jedoch an sich sehr klein,
und daher kann man ihn in der Regel vernachlässigen, sofern weitere Magnetismusarten –
wie z.B. Ferromagnetismus – ebenfalls im Material vorhanden sind.

Abbildung 2: Magnetisches Material mit magnetischen Domänen (= Weiss’schen Bezirken) und
Domänenwänden bei unterschiedlichen äußeren Magnetfeldern
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g) 1. Die Ausgangskonfiguration, abgebildet in Teil 1 von Abbildung 2, zeigt vier unter-
schiedlich orientierte Domänen; sie sind entsprechend der magnetisch leichten Rich-
tungen des Materials ausgerichtet.

2. Wenn ein kleines externes magnetisches Feld (|H⃗| ≪ |H⃗sat|) angelegt wird, wachsen
jene Domänen, welche in Richtung des Feldes orientiert sind, auf Kosten jener Domä-
nen, welche entgegen dem Feld orientiert sind; dies geschieht durch eine entsprechende
Verschiebung der Domänenwände.

3. Wenn das magnetische Feld weiter erhöht wird, wachsen bzw. schrumpfen die Domä-
nen nach bekanntem Muster, bis schließlich nur noch eine Domäne übrig ist. Wenn die
magnetische Feldstärke größer als die Sättigungsfeldstärke ist (|H⃗| ≫ |H⃗sat|), richtet
sich diese Domäne in Richtung des Feldes aus. Eine weitere Erhöhung der magneti-
schen Feldstärke hat keinen weiteren Effekt auf die Magnetisierung; die Sättigungsma-
gnetisierung ist erreicht.

4. Wenn das magnetische Feld abgestellt wird, richtet sich die einzige Domäne wieder
in die ursprüngliche Richtung aus (magnetisch leichte Richtung). Das Material behält
eine Restmagnetisierung Mr, genannt Remanenz.

h) In dem Material gibt es kristallographische Richtungen, in welche die Domänen bevorzugt
ausgerichtet sind („easy directions“). Diese Anordnung ist aus energetischen Gründen vor-
teilhaft, da so die freie Energie G des Systems minimal wird. Diese Richtungen stehen in
diesem Beispiel senkrecht aufeinander. Zudem soll das Material zu Beginn nicht magne-
tisiert sein (M = 0). Dies kann nur erreicht werden, wenn sich die Magnetisierungen der
einzelnen Domänen auslöschen (Vektorsumme = 0). Daher sind die jeweils entgegengesetzt
gerichtet magnetisierten Domänen gleich groß.

Abbildung 3: Hysteresekurve eines Ferromagneten mit charakteristischen Punkten

i) Abbildung 3 zeigt eine typische Magnetisierungskurve. Das unmagnetisierte Material (1)
entspricht dem Ursprung des Graphen. Für kleine magnetische Feldstärken (2) liegt man auf
der gelben bzw. pinkfarbenen Kurve (Neukurve). Für die Sättigungsfeldstärke (3) liegt man
im Sättigungsbereich der Kurve. Nachdem das Feld abgestellt wird (4), landet man bei der
Remanenz (H = 0 und M = Mr).

j) Siehe in Abb. 3. Die Abkürzungen bedeuten: Mr – Remanenz, Hc – Koerzitivfeldstärke.
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k) Wände magnetischer Domänen können typischerweise nur im Bereich kHz. . . MHz verscho-
ben werden, in Ausnahmefällen bis 1 GHz. Das liegt daran, daß die Domänenwände kurz-
zeitig an Kristalldefekten hängenbleiben, sich also erst nach einer gewissen Verzögerung
weiterbewegen können. Ist die Frequenz höher als der Kehrwert dieser Verzögerungszeit,
können die Wände nicht mehr folgen und bleiben stehen.

l) Die Standardmethode ist das Erhitzen des Materials über seine Curie-Temperatur TC. Bei
dieser Temperatur verliert das Material seine ferromagnetischen Eigenschaften. Nach lang-
samem Abkühlen entstehen wieder neue Domänen und eine Struktur, die dem Ausgangszu-
stand (= Ursprung der Magnetisierungskurve) entspricht.

m) Ein Weichmagnet besitzt im Idealfall gar keine Hysterese (d. h. Remanenz und Koerzitiv-
feldstärke sind beide gleich null), ein Hartmagnet dagegen besitzt im Idealfall eine mög-
lichst stark ausgeprägte Hysterese mit quasi rechteckiger Magnetisierungskurve. Ein rea-
ler Weichmagnet hat aber typischerweise von null verschiedene Werte von Remanenz und
Koerzitivfeldstärke, wobei der entscheidende Unterschied zum Hartmagneten in einer im
Vergleich zur Sättigung möglichst niedrigen Remanenz des Weichmagneten besteht. (Dar-
aus folgt dann auch sofort die eher kleine Koerzitivfeldstärke des Weichmagneten; letzteres
ist in der Literatur als das Standard-Unterscheidungskriterium zu finden.)

n) Weichmagnete sind das bevorzugte Material für Transformatorkerne, weil sie die geringsten
Hystereseverluste haben (kleines Mr und kleines Hc); außerdem werden sie wegen der gerin-
gen Verzerrung von Signalverläufen (wenig Oberwellen) bei induktiven Kopplern verwen-
det. Hartmagnete sind Permanentmagnete, sie werden bei der Datenspeicherung benötigt,
weil sie auch nach Abschalten des magnetisierenden Feldes eine starke Magnetisierung bei-
behalten. Wegen der großen Koerzitivfeldstärke lassen sie sich schwer entmagnetisieren und
sind daher unempfindlich für Störfelder. Auch alle anderen Anwendungen von Permanent-
magneten nutzen das große Mr und große Hc: Elektromotoren, Generatoren, Lautsprecher,
„Kühlschrankmagnete“ (bzw. die am Schwarzen Brett), . . .
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