3.2.2 Das Bragg-Gesetz

Vorbemerkungen

’ Wellen sind Wellen sind Wellen sind Wellen sind... . Das klassische Youngsche Experiment mit Lichtwellen und
Schlitzen in einer Blende gilt fur jede Welle.

Am jedem Schlitz (Kratzer im Glas, Hindernis, Atom, ...) werden von der einfallenden ebenen Welle Kugelwellen
angeregt. Dabei soll in einer ersten Naherung nur ganz wenig Energie in die Kugelwellen flieRen - die einfallende
Welle wird also nicht nennenswert geschwacht.

Wir wissen aber aus der "allgemeinen menschlichen Erfahrung” (die das Finanzamt immer gerne zitiert), daf ein
einziges Atom einen Réntgen- oder Elektronenstahl auch nicht merklich beeinflussen kann; so ganz schlecht wird
die Naherung also nicht sein.

Einlaufende
Prim irwelle

Sekundirwelle
Kugelwelle)

Die von vielen Atomen erzeugten Kugelwellen interferieren miteinander; das Ergebnis der Interferenz produziert
irgendwelche neuen Wellen die neben der einfallenden (und in dieser Naherung ungeschwacht weiterlaufenden)
Welle jetzt zusatzlich beobachtet werden kénnen.

Im klassischen Experiment mit 2 Spalten sieht das so aus
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Die von den zwei "Schlitzen" ausgesandten Sekundarwellen (= Halbkugelwellen) verstarken sich durch konstruktive
Interferenz in bestimmten Richtungen, in anderen Richtungen hingegen léschen sie sich gegenseitig aus. Nehmen
wir viele Spalten oder "Kratzer" auf einem Glasstlck, die in konstanten Abstanden angeordnet sind, erhalten wir ein
(zweidimensionales) optisches Gitter. Sekundarstrahlung wird fiir eine gegebene Wellenlange nur noch in wenigen

ganz bestimmten Richtungen auftreten; wir erhalten "Reflexe".

’ Hochenergetische Elektronen, die als diinner (Primar)strahl von auf3en in einen Kristall geschossen werden, verhalten
sich im Kristall genauso wie auf3erhalb - namlich als Wellen. Da ihre Wellenlange zu den Dimensionen der Atome
"paldt’, regen sie diese zur Aussendung von Kugelwellen an.

Die von den Atomen ausgesandten Kugelwellen verstarken sich durch konstruktive Interferenz in bestimmten
Richtungen, in anderen Richtungen hingegen l6schen sie sich gegenseitig aus. Alles wie oben - nur da® wir jetzt
dreidimensional sind.

Experimentell finden wir, daf3 nur in einige wenige Richtungen Sekundé&rstrahlen auftreten, d.h. Elektronenstrahlen
den Kristall verlassen. Es erscheint als ob der Primérstrahl in bestimmte Richtungen reflektiert wird, auf einem
Bildschirm um den Kristall herum erscheinen einige scharfe Reflexe.

Diese in Richtungen der Beugungsmaxima gefundenen Reflexe werden auch als Bragg-Reflexe bezeichnet. Sie
lassen sich z.B. mit Hilfe eines Leuchtschirms nachweisen.

Die Beugung von Wellen am Kiristallgitter wurde 1912 erstmals von Max von Laue nachgewiesen (allerdings fur
Rontgenstrahlung).
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Herleitung der Bragg Bedingung

’ Zunéachst machen wir uns klar, was wir ableiten wollen: Wir lassen eine ebene Welle unter irgendeinem Winkel © auf
einen Kristall fallen.
Nach dem bereits Gesagten missen wir erwarten, daf sie einerseits einfach durch den Kristall lauft, andererseits
aber auch vielleicht an Netzebenen des Kristall reflektiert wird, dabei gilt dann Einfallswinkel = Ausfallswinkel
Diese Situation ist unten mal vereinfacht gezeigt; die betrachtete Netzebenenschar des Kristalls wirkt in diesem
Bild auf die einfallende Welle wie ein Spiegel auf Licht. Im Grunde brauchen wir fiir die prinzipielle Betrachtung gar
keine Atome, aber man darf sich getrost auf jedem Gitterpunkt mal ein Atom vorstellen.
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Bragg Bedingung erfillt: Reflektion

Die einfallende Welle hat den Wellenvektor k, die reflektierte Welle den Wellenvektor k'. Der Netzebenenabstand ist
dhki; wir kénnen ihn leicht aus den Miller Indizes berechnen; b ist der Gangunterschied zwischen zwei Netzebenen.

Die roten Linien markieren die Wellenfront in dem hier interessanten Bereich; im Prinzip sind sie natirlich genau wie
die Netzebenen « ausgedehnt (strichliniert angedeutet).

Im Gegensatz zu normalem Licht und einem normalen Spiegel wird jedoch nicht jede Welle reflektiert, sondern nur
Wellen die einen ganz bestimmten Einfallswinkel © = Ogragg = O haben oder, wie man auch sagt, bezliglich des
Winkels eine sigenannte "Bragg.Bedingung" erfiillen. Warum das so ist, machen wir uns sofort klar.

Vorher nochmal das Bild von oben; nur der Einfallswinkel © wurde leicht gedndert - die Bragg Bedingung sei jetzt
nicht mehr erfullt
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Bragg Bedingung nicht erfiillt: Durchgang

’ Das Bragg-Gesetzes oder die Bragg-Beziehung, die wir herleiten méchten, muf3 uns also sagen fur welche speziellen
Winkel Reflektion erfolgt und was diese Bragg-Winkel bestimmt.

Die Herleitung des Bragg-Gesetzes ist verhaltnismaRig einfach; insbesondere genigt es, nur zwei Netzebenen aus
der ganzen Netzebenenschar zu betrachten. Wir nehmen die eingezeichneten horizontalen Netzebenen um das
Bildchen einfach zu halten, wir kdnnten aber jede beliebige Netzebenenschar nehmen und was wir herleiten gilt
auch fur jede beliebige Netzebenenschar {hkl}.
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Betrachten wir die reflektierte Welle mit Wellenvektor k', so sehen wir, dafd konstruktive Interferenz dann und nur
dann auftreten wird, wenn der Gangunterschied 2b zwischen den an zwei benachbarten Netzebenen reflektierten
Wellen genau ein Vielfaches der Wellenlange A betragt.

Das war's schon. Wir mussen die obige Prosa nur noch als Formel hinschreiben:

2:b=n-A n=1,2,3,.

(op
1

dhkl - Sin®©

Damit ergibt sich fir den spezifischen Winkel Og bei dem, und nur bei dem Reflektion stattfindet die gesuchte
Bragg-Beziehung

2-dpkl-sin@g = n-A
n-A
sin@g =
2 - dnki

’ Eine simple, aber bemerkenswerte Gleichung!

’ Zunachst fallt auf, daB fir n - A > 2 - dphk| keine Lésungen existieren, d.h. fiir Wellenlangen die groRRer sind als 2 mal
die Gitterkonstante a gibt es schlicht keine Mdglichkeit der konstruktiven Interferenz an Kristallen (denn das
groRtmaogliche dhk| = a haben wir fur die {100} Ebene).

Fur sehr kleine A liegen die moglichen Reflexe sehr dicht beisammen; damit verwischt sich der Effekt der Beugung.

’ Dann haben wir immer eine ganze Reihe von passenden Winkeln, oder Ordnungen von Reflexen, je nachdem welche
ganze Zahl n wir wahlen. Das ist ein bi3chen stérend, denn hier scheint ein Stiick Unbestimmtheit vorzuliegen: Eine
Ebenenschar macht viele Reflexe - wie soll man dann von den Reflexen auf die Ebene zurlckschlieRen?

Ist aber kein Problem. Denn fir n = 1,2,3,... kbnnen wir auch schreiben dhk|, ¥2dhki, (1/3)dhk| usw. Alles was wir
jetzt tun missen, ist die Reflektion 2. Ordnung (d.h. n = 2) nicht der Ebenenschar {hkl} zuzuschreiben, sondern der
Schar {2h 2k 21}, die Reflektion 3. Ordnung (d.h. n = 3) der Schar {3h 3k 3I} usw.; die Abstédnde stimmen dann
automatisch.

Auch deswegen wurde bei der Einflihrung der Miller Indizes das "Kirzen" nicht erlaubt, d.h. wir unterscheiden
zwischen der {111}-Ebene und der {222}-Ebene usw.

’ Schlie3lich bemerken wir noch, daf die Bragg-Bedingung fir jede denkbare Ebenenschar gilt. Reflexe kénne also - wir
sind dreidimensional - in alle méglichen Richtungen auftreten, auch nach unten, durch den Kristall hindurch - immer
vorausgesetzt, dal3 fur die betrachtete Ebenenschar die Bragg-Bedingung erfullt ist. Ist sie nicht erfullt, passiert schlicht
nichts.

Im Umkehrschlul3 stellen wir fest, dal3 experimentell ermittelte Reflexe Aussagen Uber die Abstande von Ebenen
enthalten und damit, wenn auch etwas indirekt, Aussagen Uber das Gitter. Mit geeigneten Beugungsexperimenten
kénnen wir also bestimmen, was fir ein Bravaisgitter mit welcher Gitterkonstante vorliegt - wir haben das
Universalinstrument der Strukturanalyse gefunden!

Das Beugungsbild definiert als Endpunkte der erlaubten k'-Vektoren besteht also ggf. aus Punkten im Raum.
’ Es ist noch wichtig festzuhalten, was uns die Bragg- Bedingung nicht sagt: Kein Wort tber die Intensitat der Reflexe!

Aus der Bragg-Bedingung folgt bei Kenntnis der Geometrie lediglich, in welchen Raumrichtungen wir Reflexe
erwarten durfen, aber keinesfalls wie intensiv diese Reflexe sein werden.

Und das ist auch gut so! Denn bisher haben wir nur mit dem Gitter des Kristalls gearbeitet; Atome waren formal gar
nicht nétig. In realen Beugungsexperimenten erwarten wir aber schon, dafl3 sich die Ergebnisse trotz gleichem Gitter
unterscheiden werden, falls wir verschiedene Kristalle, d.h. verschiedene Basen und damit verschiedenen Atome
haben. Und das Unterscheidungsmerkmal kann dann nur noch in den Intensitaten der Reflexe liegen!

’ Bevor wir jetzt aber weitermachen mit der Diskussion der Konsequenzen der Bragg-Bedingung, wollen wir sie erst auf
eine viel elegantere und méachtigere Form bringen. Dazu missen wir eine neue Beschreibungsart von Gittern
kennenlernen, das sogenannte reziproke Gitter, das sich zum Raumgitter etwa so verhalt wie das Frequenzspektrum
eines periodischen Signals zu der Darstellung tber die Zeit.
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Wir werden das reziproke Gitter erst anschaulich, und danach mathematisch-formal einfihren.

Bragg Bedingung in Vektorschreibweise

’ Das Bragg-Gesetz in obiger Formulierung ist eine Skalargleichung, in der statt dem Wellenvektor die skalare
Wellenlange steht. Eine Vektorgleichung ware automatisch sehr viel allgemeiner und machtiger; wir wollen deshalb jetzt
das Bragg-Gesetz auf Wellenvektoren umschreiben. Das machen wir zunachst etwas unmathematisch durch eine
Plausibilitatsbetrachtung.

Dazu betrachten wir nochmals das Prinzipbild oben und unten. Wir haben eine einfallende Welle, vollstandig
charakterisiert durch ihren Wellenvektor k (und noch die hier uninteressante Amplitude), und eine gebeugte Welle
k'. Da wir nur elastische Streuung betrachten, d.h. keine Energieanderungen zulassen, gilt immer

Eine Vektorbeziehung zwischen k und k' kann im einfachsten Fall dann nur so aussehen

k-k =6

lkl = IK]

Dabei ist G ein zunachst noch undefinierter Vektor, in dem aber "irgendwie" das Gitter stecken muf3. Da die
Wellenvektoren aber nicht im "normalen” Raum definiert sind, sondern im "Zustandsraum", muf3 auch G ein Vektor
in diesem Raum sein.

’ Falls wir zeigen kdénnen, daf3 ein Vektor G immer so definiert werden kann, daf} unter allen Umstanden fir eine
gegebene Geometrie (inkl. Gitter) die skalare Bragg Bedingung erfillt ist, haben wir die gesuchte Vektorformulierung
gefunden.

Das ist einfach. Wir missen nur die obige Vektorgleichung in Komponenten hinschreiben (das Bild unten hilft
dabei), um sofort zu sehen, wie sich G bestimmt. Wir haben (zweidimensional)

() - ( )= (2 )= (&)= Cesmolicamo )= (a0 )

da in der gewahlten Geometrie offensichtlich k'; = —k gilt.

’ Das schauen wir uns nochmal genau an:

’ Fur sinO© haben wir in der bereits abgeleiteten skalaren Bragg-Beziehung schon eine Formel gefunden, die wir
verwenden kénnen.

MaWi 2 Skript - Page 4


http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw2_ge/kap_2/backbone/r2_2_3.html#zustandsraum

Ersetzen wir noch die Wellenlange A durch A = 2m/|k| = 2m/k, erhalten wir fir die z-Komponente des Vektors G

A 21 21
Gz=2k-sin®@ = 2k- = k- =
2 - dhki k - dhki dhkl

Die z-Komponente des Vektors G ist aber identisch mit dem Vektor G selbst, da G offenbar immer senkrecht auf
der betrachteten Ebene {hkl} stehen muf3.

’ Damit haben wir unseren Ansatz gerechtfertigt, das Ergebnis (das wir gleich dreidimensional verallgemeinern) ist
erstaunlich einfach; wir schreiben es nochmals auf:

Die Bragg-Bedingung in vektorieller Form lautet

¥ In Worten bedeutet das:

Ein beliebiger Wellenvektor k wird an der Ebenenschar {hkl} dann und nur dann gebeugt, falls die Differenz von
einfallendem und reflektiertem Wellenvektor identisch ist zu einem Vektor Ghk|, der die Ebenenschar {hkl}
symbolisiert. Dabei hat Ghk| zwei einfache Eigenschaften, die diesen Vektor aber eindeutig bestimmen:

1. Ghk steht senkrecht auf der Ebenenschar {hkl}.

2. Die Lange von Ghki ist proportional zum reziproken Abstand der Netzebenen, es gilt immer

2T
|Ghki| = ——
dhki

’ Wer bei dieser "Herleitung" das mathematische Bauchweh bekommt, schaut sich den Link an. Unabhangig davon muss
aber noch eine Anmerkung gemacht werden: Der Abstand zwischen den Ebenen dny einer Ebenenschar definiert nur
den Betrag von G. Die Richtung haben wir, wenn man das genau betrachtet, véllig willkiirlich gewahlt. Das bedeutet,
dass wir im Bild oben bei G die Richtung auch undrehen kénnten. Dann lautet die Bragg Bedingung: k' —k = Ghkl.
Sobald wir eine formale Definition von G haben, sind die Vorzeichen dann festgelegt.

Das reziproke Gitter

’ Wir haben mit der vektoriellen Formulierung der Bragg-Bedingung einen auf3erordentlich weitreichenden Schritt
gemacht.

Wir haben Netzebenenscharen durch Vektoren reprasentiert. Nehmen wir nun alle méglichen Netzebenen eines
gegebenen Gitters, konstruieren die jeweiligen Vektoren Ghkj, und tragen all diese Vektoren von einem
gemeinsamen Ursprung an auf, werden die Endpunkte aller Vektoren ebenfalls ein Gitter definieren.

Dieses Gitter nennen wir das reziproke Gitter, die Vektoren G heil3en reziproke Gittervektoren. lhre Einheit ist
[G] =m~1
Denn da alle Netzebenen eines Gitters durch die Angabe von drei Basisvektoren eindeutig definiert sind, werden

auch drei Basisvektoren im reziproken Gitter ausreichen (missen), um alle Vektoren des reziproken Gitters
darstellen zu kdnnen.

’ Das reziproke Gitter laf3t sich in eineindeutiger Weise aus den Raumgitter konstruieren; die Umkehrung gilt auch. Das
reziproke Gitter ist damit vollkommen aquivalent zum Raumgitter, d.h. es enthélt exakt dieselbe Information wie das
Raumogitter.
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Es ist aber fur alle Phdnome die sich mit Wellen in Kristallen befassen ungleich wichtiger als das Raumgitter, da
sich die Mathematik sehr viel einfacher gestaltet (oder Giberhaupt nur im reziproken Gitter durchziehen IaRt).

Wir werden uns deshalb im nachsten Unterkapitel ausfuhrlich mit dem reziproken Gitter befassen.

Fragebogen / Questionaire
Multiple Choice Fragen zu 3.2.2
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