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Lösungen zu Blatt 10

Aufgabe 35: Elastiziẗıätsmodul

a) Fall I): Stäbe in Reihe

σ = const.

εges = ε1 + ε2
σ

Eges
=
σ1
E1

+
σ2
E2

=⇒ 1

Eges
=

1

E1
+

1

E2

b) Fall II): Stäbe parallel:

ε = const.

σges = εE1 + εE2

εEges = εE1 + εE2 =⇒ Eges = E1 + E2

c) maximaler / minimaler E-Modul

Zun̈ı¿1
2chst beschäftigen wir uns mit Emax:

ii) Formel für Emax: F || Faser

Spannung in Faser: σF = EF ε
Spannung in Matrix: σM = EMε
Kraft f̈ı¿1

2r Dehnung: F = σFAF + σM (A−AF )

effektive Spannung:

σV B =
F

A
=σF

AF

A
+ σM (1− AF

A
)

=σFVF + σM (1− VF )

εEV B =εEFVF + εEM (1− VF )

EV B =EFVF + EM (1− VF )
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i) Formel für Emin: F ⊥ Faser

σM =σF = σ

ε = VF εF + (1− VF )εM

= VF
σ

EF
+ (1− VF )

σ

EM

1

EM
=
VF
EF

+
(1− VF )

EM

(
1

EM
=
EMVF + EF − EFVF

EFEM
=⇒ EV B =

EFEM

EMVF + EF − EFVF

)

d) Skizzen

EV B = Emax EV B = Emin
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e) Maximale Differenzberechnung:

∆E = E|| − E⊥

=VFEF + (1− VF )EM −
1

VF
EF

+ 1−VF
EM

=VFEF + (1− VF )EM −
1

EMVF+EF−VFEF
EFEM

=VFEF + EM − EMVF −
EFEM

EMVF + EF − VFEF

d∆E

dVF
=EF − EM +

EFEM (EM − EF )

(EMVF + EF − VFEF )2
= 0 f̈ı¿1

2r Maximum

=⇒ (EM − EF )(EMVF + EF − VFEF )2 = EFEM (EM − EF )

⇔ (EMVF + EF − VFEF )(EMVF + EF − VFEF ) = EFEM

⇔ E2
MV

2
F + 2EFEMVF − EMEFV

2
F + E2

F − VFE2
F − EMEFV

2
F − VFE2

F + EFV
2
F = EFEM

⇔ E2
MV

2
F − 2EMEFV

2
F + E2

FV
2
F + 2EFEMVF − 2E2

FVF + E2
F − EFEM = 0

⇔ V 2
F (E2

M − 2EMEF + E2
F ) + VF (2EFEM − 2E2

F ) + E2
F − EFEM = 0

⇔ V 2
F + VF

2EFEM − 2E2
F

E2
M − 2EMEF + E2

F︸ ︷︷ ︸
−2,5

+
E2

F − EFEM

E2
M − 2EMEF + E2

F︸ ︷︷ ︸
1,25

= 0

mit EF = 100 GPa
und EM = 20 GPa

VF1,2 = −−2, 5

2
±

√(
2, 5

2

)2

− 1, 25︸ ︷︷ ︸
0,559

⇒VF1 = 0, 691 maximaler Unterschied

VF2 = 1, 809 ⇐ V > 1 : unphysikalisch!
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Aufgabe 36: Spannungszustände

σ =

 1 GPa 0 0
0 1, 8 GPa 0, 3 GPa
0 0, 3 GPa 1 GPa

 = A

Hauptachsentransformation durch D = UAU−1. D ist dabei die transformierte Matrix,
U die Transformationsmatrix, die zeilenweise aus den (normierten) Eigenvektoren von A
aufgebaut ist. (Macht man aber nicht, denn die Eigenwerte bilden schon die HA-Matrix.)

1. Schritt: Berechnung der Eigenwerte:

Charakteristisches Polynom

det(A− λE) = 0∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

0 1, 8− λ 0, 3
0 0, 3 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 entwickeln nach der 1. Zeile

Ein Eigenwert ist: λ1 = 1:

(1− λ)
[
(1, 8− λ)(1− λ)− 0, 32

]
= (1− λ)

[
1, 8− λ− 1, 8λ+ λ2 − 0, 09

]
= (1− λ)

[
λ2 − 2, 8λ+ 1, 71

]
λ2,3 = −−2, 8

2
±
√

(
−2, 8

2
)2 − 1, 71

= 1, 4±
√

1, 96− 1, 71︸ ︷︷ ︸
0,5

⇒ λ2 = 0, 9

λ3 = 1, 9

Die hauptachsentransformierte Matrix setzt sich aus den Eigenwerten zusammen.

Also:

σ
′

=

 1, 9 GPa 0 0
0 1 GPa 0
0 0 0, 9 GPa

 Dabei ist laut Konvention so geordnet worden,
dass σ11 ≥ σ22 ≥ σ33 ist.

A C H T U N G: Druckspannungen haben neg. Vorzeichen; Zugspannungen pos. Vorzeichen.
Somit stehen Zugspannungen nach der Konvention immer vor Druckspannungen.
Es gilt im Hauptachsensystem:

τmax =
σ1 − σ3

2
=

1, 1 GPa− 0, 9 GPa

2
= 0, 5 GPa
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